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 همديازقسمت 

 فصل هفتم: گشتاور يا ممان اينرسي

 ممان اينرسي

ای يا توقف از ، مقاومتي است که اجسام در هنگام شروع به حرکت دايره تي دورانيلخ  ممان اينرسي يا

گذارند. اجسام، همواره تمايل دارند وضعیت فعلي خود را حفظ کنند و ای از خود به نمايش ميحرکت دايره

وضعیت )از حالت سکون به حرکت يا حرکت به سکون(، مقاومت مشخصي را از خود به نمايش  هنگام تغییر

شود. اگر تغییر وضعیت، گذارند. اين مقاومت که به جرم جسم بستگي دارد، با عنوان اينرسي شناخته ميمي

 .گوينداني ميای مد نظر باشد، به مقاومت مذکور، ممان اينرسي/لختي دوردر حرکت دوراني و شتاب زاويه

 

 1-7شکل 

 

y,در صفحه  Aسطح نشان داده شده در شکل را به مساحت  x المان  در نظر بگیريم گشتاور ماند 

 :نسبت به محور ها طبق تعريف برابر است با dAکوچک به مساحت
2

2
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y, سطح نسبت به محور های ممان اينرسيبنابراين  x  برابر است با مجموع,y xdI dI  يا به عبارت ديگر

 :A انتگرال آنها روی سطح
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,y xI I مان اينرسي يا گشتاور دوم سطح حول محوربه ترتیب م,y x   نامیده مي شود 
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y, لمان به صورت مستطیلادر شکل  xI I انتخاب شده استdA dxdy.  مي توان از المان نواری

مطابق شکل نیز استفاده نمود در اين حالت برای المان قائم
____

.dA ab dx و برای المان قائم 
____

.dA cd dx که 
____ ____

,ab cd را تشکیل مي سطحتوان با معلوم بودن معادله منحني هايي که  را مي 

y, دهند بر حسب x به دست آورد. 

 

نسبت به يک محور المان  سطح ممانو روابط بالا برای به دست آوردن  در صورت استفاده از المان نواری

 .نواری بايد موازی با محور انتخاب شود

که موازی  cd از المان xمحور حولبه عنوان مثال در شکل برای به دست آوردن ممان اينرسي سطح 

 .نیم در غیر اين صورت نمي توان مستقیما از معادلات بالا استفاده کردمحور است استفاده مي ک

 

 حاصل ضرب اينرسي

 

 طبق تعريف برابر است با  dAنشان داده شده در شکل را در نظر بگیريد حاصل ضرب اينرسي المان سطح 

xydI xydA 

y,سطح نسبت به محور های اينرسي کل  ضرب بنابراين حاصل   x برابر است با: 

xy

A

I xydA  

 

 

 

 

 

 

 

 7-2شکل 
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 گشتاور يا ممان اينرسي قطبي

در حقیقت نسبت به محور عمود بر صفحه  oنقطه  نسبت به dA المان ممان اينرسي قطبيدر شکل 

x y   2برابر است با

odJ r dA  نقطه  بنابراين ممان اينرسي قطبي کل سطح نسبت بهo  برابر

 :است با

2

o

A

J r dA 
 

2با توجه به اين نکته که: 2 2r x y  :داريم 

 2 2 2 2

o

A A A

J x y dA x dA y dA     
 

 از آنجايي که:

2

2

x

A

y

A

I y dA

I x dA








 

 داريم:

0 x yJ I I  

حول Aح ممان اينرسي سطzIهمان  oJدر واقع منامیب o،zدر صورتي که محور عمود بر صفحه را در

 :مي باشد يعني zمحور

 

0 zJ I 

اگر سطحي دارای حداقل يک محور تقارن باشد حاصل ضرب اينرسي نسبت به محور تقارن و هر محور 

 فر استصعمود بر آن برابر 

 
 3-7شکل
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به  dAهر المان محور دلخواه عمود برمحور تقارن است. برای xمحور تقارن و محور  yشکل محور در 

y,مختصات x   مختصاتبه المان قرينه ,y x ن دو المان برابر ايسي رمجموع حاصلضرب اين .وجود دارد

 :مي باشد صفر

( ) ( ) 0x ydA x ydA     

 

برابر  سطحبا توجه به اينکه برای هر المان يک المان قرينه نیز وجود دارد بنابراين حاصل ضرب اينرسي کل 

 :با صفر میباشد

0xyI  

 قضیه محورهای موازی

نسبت به دو محور موازی وجود دارد به شرطي که يکي از  مان اينرسي يک مقطعم ای بینطه سادهراب

 :محورها از مرکز سطح عبور کند

 

 

 4-7شکل 

 

 aممان اينرسي مقطع نسبت به محور  .مرکز مقطع نشان داده شده مي گذرد c از نقطه bدر شکل محور

 :برابر است با aقرار دارد مطابق تعريف ممان اينرسي مقطع نسبت به محور bاز محور  dکه به فاصله 

 
2 2 2 2 22 . . 2 . .aI y d dA y dA yd dA d dA y dA d y dA d dA              

2در عبارت بالا 

bI y dA  نرسي مقطع نسبت به محوربرابر ممان ايb  میباشدydA  گشتاور اول

)فر است صسطح است که برابر با  0 0)ydA yA A    وdA Aبنابراين 

2

a bI I Ad  
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مان مaI. مرکز سطح مقطع میگذرد مي باشد که از bممان اينرسي مقطع نسبت به محور bI در رابطه بالا

b,فاصله دو محور d. مي باشد مقطع  مساحت Aو  aاينرسي مقطع نسبت به محور  a موازی است 

Y, به طور کلي مقطع نشان داده شده در شکل را در نظر بگیريد محورهای متعامد X  نقطه ازc  

)مرکز سطح مقطع به مختصات   , )x y حول محور های رتیکه ممان اينرسي مقطع مي گذرد در صو

,Y X را با ,Y XI I   نسبت به محورهایاينرسي حاصلضرب,Y X باYXI  حول و ممان اينرسي قطبي

c  را باcJ نشان دهیم داريم: 

 

 5-7شکل 

 

 
2

x XI I Ay  
2

y Y

xy XY

I I Ax

I I xyA

 

 
 

2

o cJ J Ar  

 

 

 

 

 

 

 

 



 جزوه استاتیک                                                                     ابراهیم صادقی راد
 

6 
 

 ممان اينرسي و حاصلضرب اينرسي در مختصات قطبي

)در مقطع نشان داده شده در مختصات  , )r   المانdA را به فاصلهr مساحت  از مبدا در نظر بگیريم

)اين المان برابر  )dA dr rd و فاصله آن تا محورy برابر cosx r   و تا محورx  برابر

siny r  مي باشد 

 

 

 

 6-7شکل 

 

)حاصل ضرب اينرسي نسبت به محور  و yو xمحور حول مقطع  ممان اينرسي , )x y  مطابق تعريف

 برابر است با

 

 

  

2
2

2
2

sin

cos

sin cos

x

A

y

A

xy

A

I y dA r rdrd

I x dA r rdrd

I xydA r r rdrd

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 پس از ساده سازی داريم:

3 2

3 2

2

cos

sin

1
sin 2

2

x

y

xy

I r drd

I r drd

I r drd

 

 

 













 

 2 2 3

o

A

J r dA r rdrd r drd      
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 شعاع ژيراسیون

شعاع ژيراسیون در علم فیزيک و علوم مهندسي مورد استفاده قرار مي گیرد در صورت معلوم بودن ممان 

 دداينرسي و مساحت سطح مقطع شعاع ژيراسیون به صورت زير تعريف مي گر

 

x
x

y

x

o
o

I
r

A

I
r

A

J
r

A







 

y,که در آن xr r  شعاع ژيراسیون حول محورهای,y xوor دشعاع ژيراسیون قطبي مي باشن 

 

 

 7-7شکل

 

 

 


