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 جلسه اول

 پیش نیاز

 :2و  1 خلاصه ای از مقاومت مصالح
های باشد که به بررسی رفتار اجسام جامد در مقابل بارگذاریای از علوم مهندسی میمقاومت مصالح شاخه

 باشدهای داخلی اجسام میالعملها و عکستغییر شکلپردازد این رفتار عمدتاً شامل مختلف می

  تنش :

دیگر اگر جسمی عبارتشود. بهالعمل داخل جسم جامد به واحد سطح تنش نامیده میشدت نیروهای عکس

صورت بار العمل هر مقطع از جسم در مقابل نیروهای خارجی بهتحت نیروهای خارجی قرار گیرد عکس

باشد شدت این بار به واحد سطح در هر نقطه از سطح مقطع را تنش در قطع میای به روی سطح مگسترده

 باشد.آن نقطه از مقطع می

 
 1-شکل پ

 

 واحد تنش :

  واحد تنش نیوتن بر مترمربع SI در  
2

N

m
 باشدمی Pa یا پاسکال 

 واحد تنش برحسب   در سیستم انگلیسی
2

lb

in
نشان داده  Psiشده است که با پوند بر اینچ مربع تعریف   

 باشد. می Psi  ،1 Ksi 1000شود و هر می

 تنش عمودی :

 شود.)سیگما( نشان داده می نامند و با علامت تنش عمودی بر سطح را تنش عمودی نرمال یا محوری می 

 تنش برشی : 
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 کنند مشخص می نامند و با حرف تنش مماس بر سطح را تنش برشی می

  نیروی محوری :

 شوند.به آینه نیروهای عمود بر سطح در یک مقطع نیروی محوری نامیده می

 P: شرط لازم برای توزیع یکنواخت تنش محوری در مقطع ای از جنس واحد که تحت نیروی محوری  نکته

واحد شده است این است که نیرو از مرکز سطح مقطع عبور کند در این حالت تنش برابراست با  
P

A
   

 

 
 2-شکل پ

 

واقع شود تنش برشی   Pتحت نیروی برشی  Aتنش برشی متوسط )میانگین ( : اگر مقطعی به مساحت 

متوسط برابر است با : 
P

A
   

 
 3-شکل پ

 

 

 مکان تغییر وکرنش 
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 :هندسیکرنش م

 ایقطعه روی بر دونقطهاگر فاصله 
0L  پس از بارگذاری این فاصله  باشد و L  شود کرنش مهندسی به

 .شودمیشکل زیر تعریف 

0

0 0

L L

L L





   

تر از خیلی کوچک که وقتی
0L ( باشد

0L  ) 

 

 کرنش برشی:

 د :زیر در نظر بگیری صورت شکلبهاست  شدهواقعتغییر شکل المانی مکعب شکل که تحت تنش برشی 

 

 
 4-شکل پ

 

واحد رادیان سنجیده  با و شودمیتعریف  y-xکرنش برشی در صفحه   xy کوچک هایشکلبرای تغییر 

 .شودمی

 .دهندمینشان  yzو  xz برشی را با هایکرنشبه ترتیب  z-yو z-xدر صفحات 

 کرنش حرارتی:
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L اندازهبهطول جسم  T تغییر دما اعمال باباشد  Lاز جسم  دونقطهاگر فاصله  T    تغییر

 :پس داریم باشدمیضریب انبساط حرارتی   کرد که در آن  خواهد

T T

L T
T

L L

 
  


      

  قانون هوک:

Eوبه صورت  باشدمیاکثر مواد خطی  کرنش وکوچک رابطه تنش  هایمکاندر تغییر    تعریف

 کرنش متناسب است. با شودمیکه مدول الاستیسیته نامیده  E ضریب بایعنی تنش  گرددمی

 

 
 5-شکل پ

 

Gصورت ن تنش برشی با کرنش برشی بهبی یرابطهگیرد تحت کرنش قرار المانی  چنین اگرهم  

 مدول برشی است. Gکه در آن  باشدمی

 

 
 6-شکل پ

 

  تغییر مکان محوری:

 ید داریم:در نظر بگیرقرار دارد  Pکه تحت بار A سطح با ایمیله
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 7-شکل پ

 

P PL L
E E

A L AE E

 
         

 تانسور تنش:

,عمودی با  هایتنش، شدهدادهدر شکل نشان  ,z y x   در تنش برشی ، اندشدهمشخصij  اندیس ،

i  نشان محور عمود بر صفحه است و اندیسj کند و داریمجهت تنش در صفحه را معین می 

, ,xy yx yz zy zx xz         

 

 
 8-شکل پ

 

 گویندصورت ماتریس زیر نمایش داد که به آن تانسور تنش میتوان بههای وارد بر یک المان را میتنش

 جهت نرمال                                                                                     
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جهت تنش    
xx xy xz

ij yx yy yz

zx zy zz

  

   

  

 
 

     
 
 

  

 

x  در حالت دوبعدی در صفحه  y :داریم 

 
 

 9-شکل پ

 

, 0
xx xy

ij z xz zx yz zy

yx yy

 
     

 

 
         

 
  

 (: ضریب پواسون )

 
 10-پشکل 
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,
y z

x x

x x
x y z

korneshe janebi

korneshe tooli

E E

 
 

 

 
   


    



    

  

 پیچش

 د در اثر پیچشناثر گشتاور در امتداد محورشان قرار داشته باش دهد که تحتم هنگامی رخ میپیچش در اجسا

 است. برشیبه شکل مقطع دارد و تنش آن از نوع که بستگی  آیدمیتنش و تغییر شکل در اجسام به وجود 

 پیچش مقاطع دایروی: 

 یات زیر:با در نظر گرفتن فرض

 .ماندمیمقاطع دایروی عمود بر محور میله پس از اعمال پیچش مسطح و عمود بر محور میله باقی -1

 .کندمیخطی تغییر  طوربهشی از محور مرکزی میله کرنش بر-2

 یروی کند.نش از قانون هوک پرتنش و ک یرابطهبرای حالت الاستیک -3

تغییر مکان پیدا  A'و  A ینقطهبه میله،  T یشکل زیر را در نظر بگیرید که در اثر اعمال گشتاور پیچش

 .کندمیدوران      یاندازهبهو مقطع  کندمی

 

 11-پشکل 
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آن از مرکز دایره،  یفاصله. که مقدار آن در هر نقطه به شودمیدر مقطع ایجاد  یتنش برش  Tور براثر گشتا

  : داریم Dنقطه  ممان قطبی وابسته است. پس برای و یگشتاور پیچش

  

 :برای دایره برابر است با Jکه مقدار 

  4 41 1

2 32
J R D    

شعاع خارجی  و  1Rشعاع داخلی  دار باسوراخو برای مقطع باشد می
2R  مقدارJ ابر است با:رب 

   4 4 4 4

2 1 2 1

1 1

2 32
J R R D D      

  

Rافتند و داریم حیط دایره اتفاق میبیشترین مقدار تنش برش روی م  :بنابراین 

max 3 3

2 16TR T T

J R D


 
   

 تنش خمشی
شده است. پس از اعمال خمش واقعM الف در نظر بگیرید که تحت گشتاور خمشی -1-4تیری مانند شکل 

M طور که واضح است پس از اعمال گشتاورتیر به شکل )ب( درخواهد آمد. همان M  طول CD  کاهش

ی آن پاییندر قسمت  کند. بنابراین تنش در قسمت بالایی تیر فشاری وافزایش پیدا می ABمیابد و طول 

توان نتیجه گرفت که در هر مقطع تیر نقاطی وجود دارند که تنش توجه به این نکته می باشد. باکششی  می
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از مرکز سطح  شود. وسازد محور خنثی نامیده میاست. خطی که این نقاط را به هم متصل میها صفر در آن

 کند.عبور می

 

 

 

 

 شکل الف شکل ب

 

 
 

 شکل ج شکل د شکل ه

 12-شکل پ

 

 باشد .شود و از نوع تنش محوری میتنش خمشی نامیده می وجود آمده در اثر اعمال گشتاور تنش به

 برای فرموله کردن تنش خمشی فرضیات زیر را در نظر بگیرید.

 مانند.مقاطع عمود به محور تیر بعد از اعمال خمش همچنان بدون تغییر و عمود به محور تیر باقی می -1

 کند.کرنش از قانون هوک پیروی می ی بین تنش وبرای حالت الاستیک رابطه -2

 فشار یکسان است . ی تارهای تیر ثابت و مقدار آن در کشش ومدول الاستیسیته در کلیه -3

دست  ی زیر بهاز تار خنثی تنش خمشی از رابطهy یبا در نظر گرفتن فرضیات بالا برای هر نقطه به فاصله

 آید. می
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z
x

z

M y

I
   

که در آن
x  تنش محوری عمود بر مقطع در راستایX  است و

zM و zI  به ترتیب گشتاور خمشی و

 باشد.می  Z ممان اینرسی مقطع حول محور

 به مقطع وارد شود تنش خمشی برابر است با: yکه گشتاور خمشی حول محور درصورتی

y

x

y

M z

I
  

 
 13-شکل پ

 

 دهد که بیشترین فاصله از تار خنثی را داشته باشند.بر اساس روابط فوق تنش ماکزیمم در نقاطی رخ می

شود به شکل زیر نشان داده می  Sنشان دهیم مقاومت خمشی مقطع که با   c ی این نقاط را با اگر فاصله

 شود.    محاسبه می

I
S

c
  

 با نیروی محوری: توأمخمش 

قرار دارد. در  Pو نیروی محوری  zMو yMمقطع را  مطابق  شکل نظر بگیرید که تحت گشتاورهای  

از محورهای مختصات به شکل   Y وZ ی روی سطح مقطع و به فاصله Aی دلخواه این حالت تنش در نقطه

 باشد.زیر می

yz
A

z y

M zM y P

I I A
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 14-شکل پ

 

 تنش برشی در تیرها

یانگین در تیرها برابر است با  تش برشی م ،توضیح داده شد 1همانطور که در فصل 
ave

P

A
   که درآن

فاوت ف مقطع متختلاست در حقیقت تش برشی در نقاط م فرض شدهیکسان  ش در مقطع تیر استنت عتوزی

 است و داریم:

VQ

It
   

Qکه در آن  yA  وy  فاصله مرکز سطحA .از تار خنثی میباشد 

 نشان داده شده است. yو Aدر شکل های زیر مقادیر 

 
 

 16-شکل پ 15-شکل پ
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 17-شکل پ

 

 

 

 عبارت
VQ

I
دهد و جریان  دهند که شدت نیروی برشی بر واحد طول را نشان می نشان می qرا با    

 برش نام دارد.

 در فرمول
VQ

It
  ،I  سی کل مقطع نسبت به محور خنثی است و نرهمان ایt  طول برش در مقطع

 است ضمنا برش باید جوری زده شودکه مقطع را به دو قسمت مجزا تقسیم کند.

aبا برش  Cبه عنوان مثال در شکل زیر برای به دست آوردن تش برشی در نقطه  a به دو قسمت  مقطع

تا مقطع  نسبت به محور تقارن برش زده شود  cقرینه ، d در نقطه یمجزا تقسیم نمیشود بنابراین باید برش

 جایگزین خواهد شد. 02tدر فرمول با  tبنابراین  به دو قسمت مجزا تقسیم شود

 
 18-شکل پ

 

 شود تنشمحور به مقطع وارد  نبرشی در امتداد ای نیرویباشد و  تقارن محوراگر مقطعی دارای  -

 برابر صفر است. شودمیور تقارن برش زده حقاطی که توسط منیا جریان برشی در  یبرش
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 تبدیل تنش:

xدر صفحه  بعدی حالت دودر  y   جهاتی را که در آن تنش
x  وy   ،ماکزیمم یا مینیموم گرد

جهات اصلی تنس نامیده می شوند و مقادیر تنش در آن جهات را تنش های اصلی
1  و

2  می نامند

 که با فرمول زیر محاسبه می شوند:

 
 19-شکل پ

 

2

2

1,2
2 2

x y x y

xy

   
 

  
   

 
  

 .در سایر صفحات کافیست تنش های مربوط به همان صفحه ها را جایگذاری کنیم

 تغییر مکان تیرها

 

این خمش تیر  در اثر تیر مستقیمی را در نظر بگیرید که مانند شکل تحت گشتاور خمشی قرار گرفته است.

جابجایی محور مرکزی تیر در  تغییر مکان تیر عبارت است از. گردد و تغییر مکان می دهد نحنا میدچار ا

 جهت عمود 

Aاز تیر  Cو جاجایی نقطه ازنشان داده شده است  yبا اولیه آن که در شکلوضعیت  B  را نشان می

 دهد.
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 : تیر تحت خمش20-شکل پ

 

برای به دست آوردن تغییر مکان تیرها ابتدا معادله ی تغییر مکان تیر را به دست می آوریم، با یادآوری 

 فرمول انحنا برای تیرها داریم:

1
𝑅

=
𝑀(𝑋)

𝐸𝐼
 

)شعاع انحنا،  Rکه در آن   )M x ،ممان در هر نقطهE مدول الاستیسیته وI  ممان انیرسی مقطع می

 باشند.

  به صورت زیر است: yاز طرفی فرمول انحنا تابعی مانند 

1
𝑅

=
𝑌"

(1 + (𝑌′)2)
3
2

 

نسبت به عدد یک به علت کوچک  (شیب تیر) yبا برابر قرار دادن دو رابطه بالا و  صرف نظر از توان دوم 

 بودن آن داریم:

 ( )M x EIy 

) برای تیر با بار گسترده  )w x نیروی برشی  با بر واحد طول آن ( )V x :داریم  

𝑑𝑉(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑤(𝑥) 

 

 :  داریمرابطه بین گشتاور خمشی و نیروی برشی از و 

𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑉(𝑥) 

 )روابط بالا از استاتیک آورده شده اند(

) از رابطه  )M x  با جایگزینی مقدار( )M x EIy :داریم 
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𝑑𝑀(𝑥)

𝑑𝑥
= 𝑉(𝑥) →  

𝑑

𝑑𝑥
(𝐸 𝐼 𝑦") = 𝑉(𝑥) 

𝑑𝑉(𝑥)

𝑑𝑥
= −𝑊(𝑥) →  

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑

𝑑𝑥
(𝐸 𝐼 𝑦") ) = −𝑤(𝑥) 

→
𝑑2

𝑑𝑥2 (𝐸 𝐼 𝑦") = −𝑤(𝑥) 

 

: در طول تیر ثابت باشند)جنس و مقطع( داریم   Eو I معادلات بالا در صورتی در    

 ( ) ( )
d

EI y V x EIy V x
dx

    

 
2

(4)

2
( ) ( )

d
Ei y w x EIy w x

dx
      

 معادلات بالا عموما جهت تعیین تغییر مکان تیرها استفاده می شود.

 

در معادلات گفته شده محورهای مختصات ، گشتاورهای خمشی و بارهای گسترده ی مثبت به صورت شکل 

 زیر در نظر گرفته می شود و فرضیات گفته شده برای فرموله کردن تنش خمشی در اینجا نیز صادق است.

 

 جهات مثبت: 21-شکل پ

 شرایط مرزی:

پس از انتگرال گیری در روابط گفته شده ثوابت انتگرالی در معادله ظاهر می شود که باید با استفاده از 

 شرایط فردی تیر تعیین گردد.

 در شکل های زیر شرایط مرزی متداول نشان داده شده اند:
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 شرایط مرزی متداول: 22-شکل پ

 

𝐸𝐼معادله  =
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2      سیل خطی شانی می نامند که یک معادله دیفران سیل حاکم بر منحنی ک را معادله دیفران

را شددیب تیر می نامیم. و دلیل آن به  �̇� در آن صددلابت خمش نام دارد. از طرفی  EIمرتبه دوم می باشددد. 

 شرح زیر است: 

𝑡𝑎𝑛𝜃پس  بسیار کوچک استθ چون  ≃ 𝜃 و نهایتا  𝜃 = �̇� .همان شیب تیر است  

 شرایط پیوستگی: 

در صورتی که گشتاور خمش یا بارگذاری تیری در قطعات مختلف آن متفاوت باشد یعنی نتوان آن را با یک 

نمایش داد، یا تیراز قطعات با جنس و مقطع متفاوت باشد باید برای هر قسمت بطور جداگانه  xمعادله برحسب 

یین ثوابت انتگرالی معادلات باید در نقاط مشترک نوشت. در این حالت برای تع yمعادلات اصلی را برحسب 

 .دو قسمت از شرایط پیوستگی نیز استفاده شود
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 شرایط پیوستگی: 23-شکل پ

 

 روش انرژی

در اثر اعمال عوامل خارجی برروی جسم و تغییر شکل آن توسط عواملی چون نیرو و یا گشتاور و ایجاد تغییر 

 گشتاور خارجی، بر روی جسم کار انجام می شود.  ومکان یا دوران نقاط تحت اثر نیرو 

سم از ماده   شکل گردد، این کار         ااگر ج شده روی آن منجر به تغییر  شد و کار انجام  شده با ساخته  ستیک  لا

 بصورت انرژی داخلی که انرژی کرنشی نامیده می شود در آن ذخیره می گردد و داریم: 

U=W  

 کار انجام شده می باشد.  W انرژی داخلی ذخیره شده و Uکه در آن 

 

کار انجام شددده  .تغییر مکان می دهد 𝛿1نهایتاً به اندازه  Pمیله زیر را در نظر بگیرید که در اثر اعمال نیروی 

 :یا به عبارتی انرژی ذخیره شده در میله عبارت است از
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1

0
W Pd



   

𝑃که برابراست با سطح زیر منحنی  − 𝛿  تا  0تغییرمکان ( در فاصله   –) نیرو
1 . 

 نوع دیگری از کار که کار متمم نامیده می شود بنابر تعریف برابر است با: 

1

0

P

CW dP   

تا  0تغییرمکان در فاصله  -ور منحنی نیروصکه برابر است با سطح مح
1P . 

 

 در صورتی که رابطه بین نیرو و تغییر مکان خطی باشد مقدار کار و کار متمم  برابرند یعنی : 

1 1

1

2
CW W P    

 

 25-پشکل 

 

 

 
 

  24-پشکل 

𝑤𝑐 

𝑤 

𝛿1 

 

𝑝 
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سبه می             شکل زیر محا شده به  شی کار انجام  شتاور خم صورت برای میله های تحت پیچش و گ به همین 

 گردد. 

1

0
W Td



   

1

0
W Md



   

 

 26-پشکل 

 

 چگالی انرژی کرنشی

( و دانسددتن V=ALانرژی کرنشددی بر واحد حجم را چگالی انرژی کرنشددی می نامند و با تقسددیم بر حجم ) 

d
d

L


   و

P

A
   0برای چگالی انرژی کرنشیU   .داریم 

1

0
0

U d


     

 

 به همین ترتیب چگالی انرژی متمم برابر است با : 

1

0
0

( )CU d


     

 
 27-پشکل 
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در حالتی که رابطه تنش و کرنش خطی باشدددد چگالی انرژی کرنشدددی و چگالی انرژی متمم با هم برابر و         

مساوی با 
1

2
  .هستند 

)اگر ماده از قانون هوک پیروی کند  )E   داریم: یعنی 

2
2

0
0 0

1

2 2
U d E d E

E

  
           

 

 قرار داشته باشد برابر است با : xدر جهت  𝜎𝑋بنابراین انرژی کرنشی جسمی که تحت تنش محوری 

2 2

0
2 2

x x

V V V

E
U U dV dV dV

E

 
       

 

 انرژی کرنشی میله تحت نیروی محوری 

صورتی که میله ای به طول   صله   P(X)تحت نیروی  Lدر  سطح مقطع   Xدر فا شته   A(x)از مبدا با  قرار دا

 باشد داریم: 

2

0

( )

2 ( )

L P x
U dx

EA x
    

 

 

 28-پشکل 

 

 داریم :  Aو سطح مقطع ثابت  Pبا بار ثابت  Lبرای میله به طول 

2

2

P L
U

AE
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 قضیه کاستیگلیانو

  𝑃𝑖انرژی کرنشی را نسبت به نیروی دلخواه  مشتق برای بدست آوردن تغییر مکان سازه های خطی می توان

 : محاسبه نمود یعنی

 i

i

U

P






  

 مثبت باشد تغییر مکان در جهت نیروست و بالعکس.  𝛿𝑖اگر 

 برابر است با :  𝑀𝑖دوران سازه در نقطه اعمال گشتاور  و 

i

i

U

M






 

 

 

  تغییر مکان خرپاها 

 : میله تشکیل شده باشد داریم nاگر خرپایی از 

2

1 2

n
j j

j j j

F L
U

A E

   

 برابر است با :  𝑝𝑖بنابر قضیه کاستیگلیانو تغییر مکان در محل اعمال بار 

1

n
j j j

i

ji j j i

F L FU

P A E P





 
 

  

که در آن 
jF  نیروی محوری میلهj .ام می باشد 

 


